HoJA DE PROBLEMAS 3 — SOLUCIONES
El Modelo de Solow

Crecimiento Econdomico
CUNEF

1 Funcion de produccion Cobb-Douglas
En el modelo de Solow, la produccién agregada viene dada por una funciéon Cobb-Douglas:
Y, = K7 (A L)'

donde K es el capital, L, el trabajo, A; la tecnologia (eficiencia del trabajo), y o € (0,1) es la
participacion del capital en la renta.

Las empresas, que operan en competencia perfecta, maximizan beneficios II; = Y; —r; K; —wy Ly,
donde r; es la tasa de retorno del capital y w;, el salario.

Supongamos K; = 1,000, A, =5, L, = 200, o = 1/3.

(a) Demuestra que la funcién de produccion tiene rendimientos constantes a escala: si multipli-
camos K, y L; por una constante A > 0, la produccién se multiplica por .

Solucion:
Multiplicamos ambos factores por A > 0:
F()\Kt./ )\Lt) - ()\Kt>a (At )\Lt)lia
— )\a Kta . )\lia (At Lt)lia
_ )\a+(1fa) Kta (AL L[)lfa
=\Y,

Al multiplicar capital y trabajo por A, la produccién se multiplica exactamente por A. v*

(b) Calcula las productividades marginales de capital y trabajo:

Y, Y,
PM¢oK = — PMoel = —
Y &= oL,

Obtén las expresiones generales y evalia numéricamente.

Solucion:



(©)

Productividad marginal del capital:

Y, o o Y
PMgK:a—[(t:OéKt 1(AtLt)1 :OZE
Productividad marginal del trabajo:
a}/t o —o T }/t
PMgL:a—Lt:u—a)KtAg L, :(1—04)E

Calculamos primero Y;:

Y, = 1,000/3 x (5 x 200)%® = 1,000'/% x 1,000*3 = 1,000

Evaluacion numérica:

11000 1
PMgK — = x ~ — = ~ 0.
gk =3 To00 — 3~ 03
2 1,000 10
PMgL = = x —- — = ~ 3333
E-T3% %00 T 3

En competencia perfecta, cada factor se remunera segtin su productividad marginal (r; =
PMgK, w, = PMgL). Demuestra que la participacion del capital en la renta total es constante
eigual a a:
re Ky
Y;
y que la participacion del trabajo es 1 — a. ;Con qué Hechos de Kaldor es consistente este
resultado?

=

Solucion:

Participacion del capital:

Tth:PMgKXKt:OJK/KtXKt:a Y
Y: Y: Y:

Participacion del trabajo:

tht PMgLX Lt (1—@)}/;/[4 X Lt 1 \/
— — — —

Ademas, se verifica que toda la renta se distribuye entre factores: r, K; + w;L; = aY; + (1 —
a)Y; =Y,

Este resultado es consistente directamente con el Hecho de Kaldor #3: la participacion de los
factores en la renta es constante (la del trabajo es 1 — « y la del capital es «), independiente-
mente de los niveles de K, L o A.



(d) CalculaY; y el PIBpc y; = Y;/L; con los valores numéricos dados.
Solucion:
Y, = 1,000 (calculado arriba)

Y: 1,000
L, 200

Y =

2 Acumulaciéon de capital y estado estacionario
La ecuacion de acumulacion de capital del modelo de Solow es:
Kt =S }/; -0 Kt

donde s € (0, 1) es la tasa de ahorro (exégena), § > 0 es la tasa de depreciacién, y K; = 0K, /0t.

Definimos el capital por unidad de trabajo efectivo como:

K
At Lt

kt:

La poblacion y la tecnologia crecen a tasas constantes y exdgenas gy, y ga, respectivamente.

Valores numéricos: o = 1/3, s = 0.20, 6 = 0.05, g4 = 0.02, g, = 0.01.
(a) Demuestra que la tasa de crecimiento del capital se puede escribir como:

Kt sﬁ—é—sk -0

Jx = Kt K,

Solucion:

Dividimos Kt sY; — 0K, entre K;:

K, Y 5
=—==85——
JK K, K,

Ahora expresamos Y; /K, en funcion de k;:

Y,  Kp(AL) e -1 1- K\ 1 ()
_ — KO VY(AL) = — kol =k
K Ky o (Al ALy ! !

Por tanto:

g = sk, (1=e) _5




(b) La tasa de crecimiento de k; es g = gk — ga — gr- En el estado estacionario, g, = 0, de
modo que gx = ga + g1. Usando esta condicién, deriva la expresion del capital de estado

estacionario: )

(i)
ga+gr+0

Solucion:

En el estado estacionario: gy =0 = gx = g4 + g1

Sustituyendo en la expresion de gy :
s (k,SS)f(lfa) _ 5= ga+ gL

s(K%9) 07 = g1+ gr, + 6

(555)~(1-0) _ 9a+ 9L H0
S
S

kSS l—oz:
(5 ga+gr+90

1

kSS: ( S )1(1
ga+gr+9

(c) Calcula £°° con los valores numéricos dados.

Solucion:

155 _ 0.20 TS VE (020 3/27253/2
~\0.02+ 0.01 4+ 0.05 —\0.08 T

2.5%2 =925 x%x v/25=25x 1.581 ~ 3.95

(d) El PIBpc en la senda de crecimiento equilibrado (BGP) es:

thGP — At (kSS)a

¢De qué pardmetros depende el nivel de y2“F? ;Y su tasa de crecimiento a largo plazo?

Solucion:

@

BGP _ 4 kSSa_A( s )1“
. «(F) ‘NgatgL+9



El nivel depende de A, (tecnologia), s (ahorro), g4, gr, 0 y a. Es creciente en s 'y A, y
decreciente en g, y 0.

La tasa de crecimiento a largo plazo es tinicamente:

BGP __
gy - gA

Solo depende del progreso tecnoldgico. Ni el ahorro, ni la poblacién, ni la depreciacion
afectan la tasa de crecimiento de largo plazo.

3 Senda de crecimiento equilibrado (BGP)

Partimos de los resultados del Ejercicio 2. En la senda de crecimiento equilibrado (BGP), el capital
por unidad de trabajo efectivo es constante (k, = k°9).

Recuerda que el PIBpc se puede descomponer como:
vy =Ar ki = gy=gatag
y que el retorno del capital es r, = a Y,/ K.

(a) Demuestra que en la BGP:

. ngP = ga (el PIBpc crece a la tasa del progreso tecnol6gico)
o gBSP = g4 + g1 (el PIB agregado crece por tecnologia y poblacién)
Solucion:

En la BGP, k; = k°° (constante), por tanto g; = 0.

PIBpc:

9P =gatax0=g4 V

PIB agregado: Dado que Y; = y; X Ly:
9w =gl g =ga+agr

(b) Demuestra que la tasa de retorno del capital es constante en la BGP (ngP = 0). (Pista:
expresa r; en funcién de k;.)

Solucion:
Expresamos r; en funcién de k;:
Y (-
ry=o — :akt( @)
Ky

En la BGP, k; = k°° es constante, por tanto 7, es constante:

g =0 v



NN

Growth rate

(c) Verifica que los resultados de los apartados (a) y (b) son consistentes con los cuatro Hechos
de Kaldor. Indica explicitamente a qué Hecho corresponde cada resultado.

Solucion:

Hecho #1 (crecimiento positivo y constante del PIBpc): ngP = ga > 0y constante.
v

Hecho #2 (retorno del capital sin tendencia): gB&P = (, el retorno es constante. v’

r

Hecho #3 (participacion del trabajo constante): w;L;/Y; = 1 — «, constante por con-
struccién Cobb-Douglas. v

Hecho #4 (inversion/PIB constante): [,/Y; = sY;/Y; = s, constante. v/

El modelo de Solow es consistente con los cuatro Hechos de Kaldor.

(d) Con los valores del Ejercicio 2 (g4 = 0.02, g, = 0.01), ;a qué tasa crece el PIBpc en la
BGP? ;A qué tasa crece el PIB agregado? ;En cudntos afios se duplica el PIBpc?

Solucion:

ngP =ga4=0.02=2%
BGP

gy =ga+gr=0.02+0.01 =0.03 =3%
Tiempo de duplicacion del PIBpc (Regla del 70):

70
t* = o 35 afios

Estatica comparativa — ahorro y dinamica de transicion

4
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™
Time

Figura 1: Efecto sobre gx Figura 2: Transicién del PIBpc



Recuerda que:

1

T—a
l{jss = —S , — + o — —
(gA FgL+0 Gy = 9A (9x — 94 — 91
Usa los valores: a@ = 1/3, § = 0.05, g4 = 0.02, g;, = 0.01. Inicialmente s = 0.20 y aumenta a
s =0.30.
(a) Observando la Figura 1, explica por qué el aumento de s a s’ desplaza la curva gx hacia

(b)

(©)

arriba. ;| Qué ocurre con g en el instante inmediatamente posterior al cambio, si la economia
partia de £°°?

Solucion:

Lacurvagyg = sk, (17e) _5se desplaza verticalmente porque el primer término se multiplica
por un s mayor (s’ > s). Para cada nivel de k;, la tasa de crecimiento del capital es ahora
mayor.

En el instante posterior al cambio, la economia auin estd en k59 (el capital no cambia instan-
taneamente). Pero ahora:

gK(kSS) — g (kSS>—(1—a) —§>s (kSS)—(l—a) 5= ga + gr

Es decir, gx > g4 + g1, lo que implica que el capital por trabajo efectivo comienza a crecer
(gx > 0).

En la Figura 2, ;por qué el PIBpc crece temporalmente por encima de g4 durante la transi-
cion? ;Qué componente de g, = ga + a g, 1o explica?
Solucion:

Durante la transicién, k; estd aumentando (g > 0), por lo que:

gy =9ga+Qagr > ga

El componente « g, > 0 representa el crecimiento de transicion: la acumulacion de capital
por encima de la tasa de equilibrio genera un crecimiento adicional del PIBpc. A medida que
k, se acerca a k%%, g, — Oy gy — ga (la productividad marginal del capital decreciente
hace que gx caiga progresivamente).

Calcula %5 y k5% (antes y después del cambio en s). ;En qué porcentaje aumenta el capital
de estado estacionario?

Solucion:

0.20 %/
koS — (008> =25%2 =925 x1.581 ~ 3.95



kE°° = 0.08 = 3.7577 = 3.75 x V3.75 = 3.75 x 1.936 ~ 7.26

Aumento porcentual:
7.26 — 3.95

3.95
El capital de estado estacionario aumenta un ~84%.

x 100 ~ 83.8%

(d) (Cambia la tasa de crecimiento del PIBpc a largo plazo? Explica por qué las diferencias
en tasas de ahorro pueden explicar diferencias en niveles de PIBpc entre paises, pero no
diferencias en fasas de crecimiento a largo plazo.

Solucion:
No. La tasa de crecimiento del PIBpc a largo plazo sigue siendo:

9,7 = ga = 2%

/{ZSS

independientemente de s. El aumento de s eleva el nivel de y, por tanto, de y?¢*, pero

no afecta la tasa de crecimiento de largo plazo.

Esto explica por qué las diferencias en tasas de ahorro pueden explicar diferencias en niveles
de PIBpc entre paises (paises que ahorran mas son mds ricos), pero no diferencias en tasas de
crecimiento a largo plazo (todos crecen a g4 en la BGP). Para explicar diferencias persistentes
en tasas de crecimiento, necesitariamos diferencias en g4, lo que requiere endogeneizar el
progreso tecnoldgico (modelos posteriores como Romer o Lucas).

S La Regla de Oro

Un planificador social quiere elegir la tasa de ahorro s que maximice el consumo per capita de
estado estacionario. El consumo per cépita es:

¢ =(1-5)y(s)

donde y*(s) = A; (k°%)* es el PIBpc de estado estacionario, que depende de s a través de:

1

i)
ga+gr+0

Usa los valores: o = 1/3, 6 = 0.05, g4 = 0.02, g, = 0.01, A; = 5.
(a) Escribe c* explicitamente como funcién de s (sustituyendo £°° en y* y luego en c*).

Solucion:



(b)

Definimos n = g4 + g1, + 6 = 0.08.

Conozzl/?):l%:ﬁ—l.

(s) = 5(1 —s) (ﬁ)m

Calcula la condicion de primer orden Oc*/0s = 0y demuestra que la tasa de ahorro que
maximiza el consumo de estado estacionario es:

s = a

Esta se conoce como la Regla de Oro (Golden Rule).

Solucion:

En general, con = a/(1 — «):

Condicién de primer orden:

30* . At

%7ﬁ[_35+(1_3)535*1} = —

Dado que f}—g s#=1 > 0, necesitamos:

—s+0(1l-5)=0 = [f-s(1+p)=0 = s—%

Sustituyendo § = -

«

on__afli=a) _a/ll-a)
l+a/(1—a) 1/(1—a)

S =



(c)

(d)

Con o = 1/3, calcula el consumo per cépita de estado estacionario para tres escenarios:
s = 0.20, s = s%% = 1/3, y s = 0.50. Verifica que s“% efectivamente maximiza el
consumo.

Solucion:
Usamos c*(s) = 5 (1 — s) (5/0.08)/2:

s = 0.20:
¢ =5x0.80 x (2.5)Y2 = 4.0 x 1.581 = 6.32

s =5 =1/3~0.333:
2
<f:5x§x@1mﬂﬂ=3%3xzm1:6%

s = 0.50:
¢ =5x0.50 x (6.25)/2 = 2.5 x 2.5 = 6.25

Tasa de ahorro s Consumo per cépita c*
0.20 6.32
1/3 (Regla de Oro) 6.80
0.50 6.25

Efectivamente, s“# = 1/3 maximiza el consumo. v’

Interpreta econémicamente la Regla de Oro: ;por qué ahorrar mds de « reduce el consumo a
pesar de aumentar la produccién? ;Qué sacrificio implica el crecimiento econémico?

Solucion:

La Regla de Oro refleja un trade-off entre produccion y consumo:

* Ahorrar més (s 7T) significa mds inversién, mds capital, y por tanto mayor produccién

*

Y.
* Pero ahorrar mas también significa consumir una fraccion menor de esa produccion:
c=(1-s)y"

Cuando s < «, un aumento del ahorro incrementa la produccién lo suficiente como para que
el consumo suba a pesar de la menor proporcién consumida. Cuando s > «, los rendimientos
decrecientes del capital hacen que el incremento de produccion sea insuficiente para compen-
sar la mayor proporcién ahorrada: el consumo cae.

El punto 6ptimo s“% = « equilibra exactamente estos dos efectos. Cuando « es bajo (el

capital contribuye poco), conviene ahorrar poco; cuando « es alto, conviene ahorrar mas.

El mensaje fundamental es que el crecimiento econdmico requiere un sacrificio en consumo
presente (ahorro — inversion), pero existe un limite a partir del cual ahorrar més resulta
contraproducente para el bienestar.
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