HoJA DE PROBLEMAS 2 — SOLUCIONES

La Trampa Malthusiana

Crecimiento Econdmico
CUNEF

1 Funcion de produccion y productividad marginal

Considera una economia pre-industrial donde la produccién de grano viene dada por:

}/t - At L%ia

donde Y} es la produccion total, A, = B; X* recoge la tecnologia (B;) y la tierra fija (X), L; es el
trabajo (poblacién), y o € (0,1).

Supongamos que A; = 10, « = 0.5y L; = 100.

(a)

(b)

Calcula la Productividad Marginal del Trabajo (PMgL):
Y,
PMgL = —
&7 oL,

Obtén la expresion general y evalda numéricamente para los valores dados.

Solucion:

Expresion general:
PMgL oY: A (1 )L, ¢
= — = —
g aLf t t

Evaluacién numérica:

1
PMgL = 10 x 0.5 x 1007°° = 5 x 0 0.5

Demuestra que la PMgL es positiva (PMgL. > 0) y decreciente (%2—2? < 0) para cualquier
Ly > 0. '
Solucién:

PMgL > 0: Como A; > 0, (1 —«a) > 0(yaque o € (0,1))y L;“ > 0 para L, > 0, el
producto de tres términos positivos es positivo. v



PMgL decreciente:

Dado que 4; > 0, (1—a) > 0,a >0y L;* " > 0, el signo viene determinado por el factor
(—a) < 0. Por tanto:

0%Y;

— <0 Vv

L2

Cada trabajador adicional produce menos que el anterior (producto marginal decreciente).

(c) Define la renta per cdpita como y, = Y;/L;. Obtén la expresion de y; en funcién de Ay, L; y
Q.

Solucion:

Ys AL
L L

Yt =A L "

(d) Demuestra que la renta per cépita es decreciente en la poblacion: g—ii < 0. Calcula y,; para

L; =100y L; = 400. ;Qué ocurre con el bienestar cuando se cuadruplica la poblacién?

Solucion:

dy o
aiLLt:At(ia)Lt 1<0 \/

yaque A, > 0,0 >0y L;“ ' > 0.

Célculos numéricos: .
y(100) = 10 x 1007%° = 10 x 0 1
1
y(400) = 10 x 4007%® = 10 x 55 = 05
Cuando la poblacién se cuadruplica, la renta per cépita se reduce a la mitad. El bienestar
cae porque la tierra es fija y los rendimientos del trabajo son decrecientes: mdas personas
comparten el mismo recurso productivo.

2 Dinamica poblacional y estado estacionario

En el modelo malthusiano, la tasa de crecimiento de la poblacién depende de la diferencia entre la
renta per cdpita y un nivel de subsistencia c:

gr =2y —¢)



donde z > 0 es un pardmetro de sensibilidad. Recordamos que la renta per capitaes y, = A; L, *
y que su tasa de crecimiento es:

gy =94 — QgL

donde g4 es la tasa de crecimiento de la tecnologia.

Supongamos o = 0.5, 2 = 0.02,c =1,y g4 = 0.01.

(a) ¢(Qué ocurre con la poblacion si y; > ¢? ;Y siy; < c? (Y siy; = c? Interpreta econdmica-

(b)

(©)

mente cada caso.

Solucion:

e Siy, > ¢ g, = z(y; — ¢) > 0. La poblacion crece. La renta per cdpita estd por encima
de la subsistencia, lo que permite sostener a mas personas (mejor alimentacién, menor
mortalidad, mayor natalidad).

e Siy, < ¢ g, = z(ys — ¢) < 0. La poblacién decrece. La renta estd por debajo de la
subsistencia, causando hambre, enfermedades y mayor mortalidad.

* Siy, = c: gr = 0. La poblacion es constante. La economia se encuentra justo en el
nivel de subsistencia, en equilibrio demogréfico.

En la senda de crecimiento equilibrado, g, = 0. Usa esta condicion junto con la ecuacién de
g1, para derivar la expresion del PIBpc de largo plazo y”“* en funcién de g4, o, 2 y c.
Solucion:
En la senda de crecimiento equilibrado, g, = 0:

gy:gA—agL:O — gr, = —

Sustituyendo en la ecuacion de dindmica poblacional:

ga
28 _ . (yBGP . Q)
o)
Despejando:
yBGP — 9ga te
oz

Calcula 42" con los valores numéricos dados. ; Cudnto mayor es respecto al nivel de sub-
6
sistencia?

Solucion:

0.01 0.01
BGP
- 4 l=—41=1+1=2
05x002 001 " -

El PIBpc de largo plazo es y?“P = 2, el doble del nivel de subsistencia. Es decir, y?“"
supera c en 1 unidad, lo cual permite que la poblacidn crezca a la tasa g;, = g4/ = 0.02 en
la senda de crecimiento equilibrado.

Y



(d)

Sabiendo que en la senda de crecimiento equilibrado y?“* = A, L, *, despeja la poblacién
compatible con un nivel dado de tecnologia:

;o ( At ) 1/a
t yBGP
Evalia esta expresion para A; = 10.

Solucion:

Partimos de y2%" = A, L;“:
=10 x L; %%

L;°?=02 = L}=5 = L,=25

Para un nivel tecnolégico dado A; = 10, la poblacién compatible con la BGP es L, = 25.
Como g4 > 0, esta no es una poblacidn constante de estado estacionario, sino un punto de la
senda de crecimiento equilibrado.

3 Shock tecnolégico en el modelo malthusiano

Considera la economia del Ejercicio 2 en estado estacionario con g4 = 0 (sin progreso tec-
nolégico), de modo que y°° = ¢y la poblacién es constante.

En el momento ¢ = 0 se produce una mejora tecnoldgica permanente que eleva el nivel de tec-
nologia de Ay a A; > Ay, pero la tasa de crecimiento tecnolégico sigue siendo g4 = 0.

(a)

(b)

Inmediatamente tras el shock (antes de que la poblacién se ajuste), ;qué ocurre con la renta
per cépita y,? ;{Es mayor, menor o igual que c?

Solucion:

Inmediatamente después del shock, la poblacién L no ha cambiado, pero la tecnologia ha
aumentado:
Yy = Al Lia > AO Lia = C

La renta per cdpita aumenta por encima del nivel de subsistencia: y; > c.

Dado que y; > ¢, (qué predice la ecuacion g;, = z (y; —c) sobre la evolucién de la poblacién?

Solucién:
Dado que y; > c:
gr =2y —¢c) >0

La poblaciéon comienza a crecer. Hay mas recursos de los necesarios para la subsistencia, lo
que permite sostener a mas personas.



(©)

(d)

(e)

A medida que la poblacién crece, ;qué ocurre con la renta per cdpita? Explica el mecanismo
econdmico (relaciona con la productividad marginal decreciente).

Solucion:

A medida que L crece, la renta per capita y = A; L~* disminuye, ya que la productividad
marginal del trabajo es decreciente. Con tierra fija y mds trabajadores, cada persona dispone
de menos recursos. La renta per cdpita cae progresivamente hacia c.

¢ Cudl es el nuevo estado estacionario a largo plazo? Indica los valores de y°° y compara L°°
antes y después del shock. ;Ha mejorado permanentemente el bienestar de la poblacion?

Solucion:

Dado que g4 = 0 (el nivel cambid, pero no la tasa de crecimiento), el nuevo estado esta-
cionario requiere g, = 0, lo que implica g;, = 0, y por tanto:

yS S = ¢ (igual que antes del shock)

La poblacién de estado estacionario cambia:

quivo = (7) > 7 = Lifiguo

El bienestar no ha mejorado permanentemente: la economia vuelve al mismo nivel de renta
de subsistencia ¢, pero con una poblacién mayor.

Explica por qué este mecanismo se denomina “trampa malthusiana”.

Solucion:

Es una “trampa” porque cualquier mejora tecnoldgica que eleve temporalmente el bienestar
por encima de la subsistencia desencadena un crecimiento poblacional que erosiona comple-
tamente esa ganancia. La economia siempre retorna a y°° = ¢: la mejora tecnoldgica se
traduce enteramente en mds poblacion, no en mayor bienestar. La sociedad esta “atrapada”
en el nivel de subsistencia, sin posibilidad de mejorar permanentemente su nivel de vida me-
diante avances tecnoldgicos puntuales (solo un crecimiento tecnoldgico sostenido g4 > 0
permite superar c).



4 Evidencia historica — Inglaterra 1280-1800
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Fuente: CORE
Recuerda que en el modelo malthusiano:

* Larenta per capita depende negativamente de la poblacion: y, = A; L, @
* La poblacién crece cuando y; > ¢y decrece cuando y; < ¢

(a) Identifica las principales fases histdricas que se observan en la figura (al menos cuatro perio-
dos diferenciados).

Solucion:

Se distinguen al menos cuatro fases:

1. 1280-1490: La poblacion cae dristicamente (de ~6 a ~3 millones, Peste Negra) y los
salarios reales aumentan considerablemente.

2. ~1500-1610: Los salarios elevados permiten un crecimiento de la poblacién (de ~3 a
~5 millones).

3. ~1610-1740: Desplazamiento hacia fuera de la relacion productividad-poblacion. La

poblacién sigue creciendo y la economia puede sostener salarios més altos con la nueva
tecnologia.

4. ~1740-1800: Continda el crecimiento poblacional y el nivel de salario cae hasta el
nuevo nivel de equilibrio.

(b) Elperiodo 12801490 incluye la Peste Negra (siglo XIV), que redujo dristicamente la poblacion.

Usando las ecuaciones del modelo, explica por qué los salarios reales aumentaron durante
este periodo.

Solucion:

La Peste Negra redujo drasticamente la poblacién L. Segun el modelo, v, = A; L; “: una
caida de L con A constante implica un aumento de 1;. Al haber menos trabajadores compar-
tiendo la misma tierra, cada uno dispone de mads recursos, lo que se refleja en salarios reales
mds altos. Mateméticamente, Jy/JL < 0, por lo que una reduccién de L incrementa .



(c) En el periodo posterior (aproximadamente 1500-1610), ;qué ocurrié con la poblacién y los
salarios? ;Es consistente con la prediccion del modelo malthusiano? Explica el mecanismo.

Solucion:

Con salarios altos (y, > c¢), el modelo predice g;, = z(y; — ¢) > 0: la poblacién crece.
Esto es exactamente lo que se observa en la figura. A medida que la poblacion aumenta, los
salarios comienzan a disminuir (mds trabajadores compiten por la misma tierra, y = AL~
cae). Esto es plenamente consistente con el mecanismo malthusiano: el bienestar por encima
de la subsistencia genera crecimiento poblacional, que a su vez erosiona ese bienestar.

(d) A la vista de la figura completa, ;dirias que la economia inglesa pre-industrial se comporta
de forma consistente con la trampa malthusiana? Justifica tu respuesta.

Solucién:
Si, es notablemente consistente. La figura muestra un patrén ciclico donde:

 Las caidas de poblacion (por shocks exdgenos como la peste) elevan los salarios.
* Los salarios altos inducen crecimiento poblacional.

* El crecimiento poblacional reduce los salarios de vuelta hacia el nivel de subsistencia.

Este es exactamente el mecanismo de la trampa malthusiana: la economia oscila en torno al
equilibrio de subsistencia, con la relacién inversa entre poblacion y salarios como elemento
central. La economia inglesa no escap6 de esta dindmica hasta la Revolucion Industrial (post-
1800), cuando el crecimiento tecnolégico sostenido (g4 > 0 de forma persistente) permitié
superar la trampa.

5 Politica y crecimiento pre-industrial

En el modelo malthusiano, el PIBpc de largo plazo y la poblacién compatible con un nivel dado de
tecnologia vienen dados por:

1/a
BGP ga Ay
= — —|— 5 L = p—
Y az ' © ! ( yB&r )

Un gobierno pre-industrial se plantea dos politicas para mejorar el bienestar de largo plazo:
* Politica A: Control de la fertilidad, que reduce el pardimetro de sensibilidad z.

* Politica B: Fomento de la innovacién, que aumenta la tasa de crecimiento tecnolégico g 4.

Usa los valores de referencia: « = 0.5, z = 0.02,c =1, g4 = 0.01, A = 10.



(a)

(b)

(©

(d)

Calcula 429" y 1a poblacién compatible con A, = 10.
Solucion:

0.01

BGP
= 1=1+1=2
Y 05x0.02 *
10\ /05
Li= (7> =5 =25

Es decir, el PIBpc de largo plazo es 2 y, para A; = 10, la poblacién compatible con ese nivel
es 25.

Politica A: z baja de 0.02 a 0.01.
Solucion:
0.01 0.01
BGP
=+ 1l=——4+1=2+1=3
Ya 05 %00l 0005 *

10\% 100
Lii=|—) =—=~111
bA (3) 9

Si, el bienestar mejora (y?“” sube de 2 a 3). Para un mismo nivel tecnolégico A, = 10, la

poblacion compatible cae de 25 a ~11.1: al reducir la sensibilidad demogréfica, la economia
soporta menos presion poblacional y alcanza un mayor nivel de renta per cépita.

Politica B: g4 sube de 0.01 a 0.02 (manteniendo z = 0.02).
Solucion:

0.02 0.02

BGP
= +1l=——+4+1=2+1=3
Yp 05x002 001" o
10\® 100
Lip=|—| =— ~11.1

( ! ) ’

El bienestar también mejora a yBGP = 3. Al evaluar en un momento con A4, = 10, la

poblacion compatible es la misma (/11.1). Sin embargo, hay una diferencia clave en la
dindmica: con Politica B, la tasa de crecimiento poblacional en la BGP es g, = ga/a =
0.02/0.5 = 4%, frente al 2% en la situacién de referencia. La poblacién crece mas rapido
bajo Politica B.

Comparacion.

Solucion:



(e)

Referencia Politica A Politica B

yBG’P 2 3 3

L, (cuando A; = 10) 25 11.1 11.1

gBer 2% 2% 4%
BGP

Ambas consiguen el mismo aumento de PIBpc de largo plazo (y = 3). Para un mismo
Az, también implican la misma poblacion compatible. La diferencia clave es la dindmica
poblacional a largo plazo: la Politica B genera un crecimiento poblacional el doble de réapido
(4% vs. 2%).

La Politica A (control de fertilidad) es més eficiente en el sentido de que mejora el bienestar
sin acelerar el crecimiento poblacional. La Politica B (innovacién) también mejora el bi-
enestar, pero requiere mantener un ritmo de innovacién maés alto de forma permanente para
sostener el equilibrio. Si g4 cayera, la economia volveria a un y®“* menor. La recomen-
dacién depende del contexto, pero ambas son complementarias.

(Qué ocurre si g4 = 0?
Solucion:

Si ga = 0:
o7 = Lo
az
No es posible alcanzar un PIBpc superior al de subsistencia en el largo plazo. Toda mejora
en el nivel de tecnologia (A) se absorbe completamente por el crecimiento poblacional, y
la economia retorna a c. Esta es la esencia de la trampa malthusiana: sin crecimiento tec-

nolégico sostenido, la economia estd condenada a la subsistencia.
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